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Ce mémoire est grandement inspiré de 'ouvrage de Jean Alexandre Dieu-
donné, "Les fondements de ’analyse moderne". Il a pour but de montrer les
principaux théorémes d’existence basés sur le calcul différentiel. Le cadre sera
celui des espaces de Banach de dimension finie. La complétude permettant a
une série absolument convergente d’étre convergente, cela permettra dans un
premier temps de montrer un théoréme abstrait sur 'existence d’une solution
& une équation fonctionnelle donnée dans le cadre restrictif des applications
lipschitziennes et dans des ouverts particuliers. De ce théorémes nous tire-
rons des résultats tels que le théoréme des fonctions implicites. Nous aurions
pu mentionner les théorémes sur 'existence de solutions aux équations dif-
férentielles, mais nous avons préféré approfondir par des exemples simples,
I’application de ces théorémes. Enfin, nous traiterons des applications du
théoréme des fonctions implicites dans le domaine qui leur est le plus fertile,
la géométrie différentielle. Nous démontrerons, le théoréme des extrémas liés
et nous mentionnerons le théoréme des variétés lisses.
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1 Le théoréme principal.

Théoréme 1 (La méthode des approximations successives.)
Soient E et F' deuz espaces de Banach, U := B(0,a) C E et V := B(0,0) C
F,

v application de U XV dans F, continue, telle que ||v(x,y1) —v(x, y2)|| <
Ellyi — y2l|, Vo € U pour 0 < k < 1.

Ainsi v(z,0) < B(1 — k) implique 3f : U — V, continue, telle que

f(x) = v(z, f(x)) , Ve eU

Preuve Construction d’une suite approchant de f dans V. Par récurence :

70 :=10
Yn 1= 0(2,Yn-1), ¥n > 1
Supposons (HR) que y; € V, Vk < n et montrons que y, € V. Puisque
v est k-lipschitzienne par rapport a la seconde variable et que
Yp — Yp—1 = v(@, Yp-1) — v(T, Yp—2)
ainsi
lvp — vp—1ll < kllyp—1 — yp—2|| (1)

Par récurence :
19p — Yp—1ll < Ky — yoll = &2~ la |
En itérant et en sommant :

[y
1-k

1pll = 1o =tp-1+Up—1=Yp—2,- - -, y1—voll < (A+k+E>, ... Pl ]| < <p
douy, e V,VneN

Comme y; = v(x,0) et que v est continue, que y,+1 = v(x,y,) et que la
composée de deux fonctions continues est une fonction continue, alors, par
récurrence, ¥y, est une fonction continue de z, que nous notons f,(x).

Par (1) ona: | fu(z)— foc1(@)|| < K" Y| = k" 18(1—k) pour x € U.
Ainsi la série de terme général f,,(x)— f,—1(x) est normalement convergente.
Ainsi donc la limite de cette série (f), qui est la limite de f,, est continue.
De plus en passant & la limite :

Al
1—-k

<p,

lypll <

on obtient : f(z) € V, Va € U. De plus en passant a la limite en n — oo
dans fos1(x) = 0z, fa(x)), o0 & £(z) = v(a, f(2)), Y2 € U.



Ne reste plus qu’a déterminer l'unicité de la fonction f : Soit g une
fonction continue telle que : g(z) = v(x, f(x)). On a alors :

1f(2) = g(@)|| = l[o(z, f(x) = g(2))]| <Kl f(z) - g()]]

dou f=gsur U, car k < 1.

2 Premiéres applications.

Théoréme 2 (Théoréme du point fixe.)
Soient F un espace de Banach, V := B(yo, ), v:V — F tels que ||[v(y1) —
v(y)|l < kllyr —v2ll, Yy1,y2 € V, ot k est une constante telle que 0 < k < 1,
de plus [[v(yo) — yoll < B(L — k) ;

Alors il existe un unique z, tel que v(z) = z.

Preuve Tout d’abord, v est continue dans V car elle est k—lipschitzienne.
Considérons

¥ (2,y) = oy +yo) — vo.

Et on applique le théoréme des approximations successives, ainsi il existe
une unique [ telle que

f(@) =9z, f(z))
B 7(@) = o(7(@) + w0) — 0
autrement dit :

f(x) +yo =v(f(x) + vo)

De plus le point fixe est unique. On prend pour cela deux points fixes z et
2" et on écrit :
Iz = 2|l = lv(z) —v()]| < kllz = 2|

D’ou que z = 2/ car k < 1.

Théoréme 3 (Théoréme de ’application ouverte.)
Soit F' un espace de Banach,

V:=DB(0,68) C F,

w:V — F, telle que [[w(y1) —w(y2)|| < klly1 — yall, Yy1,92 € V, k est
une constante telle que 0 < k < 1,

Supposons : ||w(0)| < 38(1 — k)

Posons : g :y—y+w(y).

Alors AW C 'V woisinage de 0, telle que la restriction de g soit un ho-
méomorphisme de W sur un voisinage owvert de 0 (dans F).



Preuve On applique 1 dans le cas ou £ = F, U = B(0,a avec a =
B(1 — k) — |Jw(0)||, et v(z,y) = = — w(y). Il existe donc une application
continue f telle que

f(@) =z —w(f(z))

9(f(x)) = =,

f est donc une application continue de U dans f(U), surjective par définition
de f(U), et bijective de réciproque g. Il s’agit de démontrer que g est injective
de V dans g(V).

La relation g(y1) = g(y2) implique

lyr — w2l = lw(yr) —w(y2) || < kllyr — w2,

donc y; = yy car k < 1. Par suite, g est ’homéomorphisme de W = f(U)
sur U, réciproque de f. En outre, W = ¢g~!(U) est ouvert dans F. Enfin,
on a 0 € W, car cette condition est équivalente & g(0) € U et ceci signifie
|w(0)[| < e qui est équivalent a [lw(0)| < 368(1 — k)

3 Théorémes d’existences.

Théoréme 4 (Théoréme des fonctions implicites.)
Soient E,F,G des espaces de Banach, A ouvert de E x F, f € C*(A,QG).
Soit (zo,y0) € A, tel que f(xo,yo) =0 et tel que

To := 9r f(z0,Y0)

est un homéomorphisme linéaire (bijectif, continue, linéaire, de réciproque
continue).

Alors, il existe un voisinage ouvert V de xq, tel que pour tout U ouvert
conneze inclu dans V', 1l existe une unique application u continue telle que
U(.T()) =Y ,

(z,u(z)) € A

el
f(z,v(x))=0,Vz eU.

De plus : u € CH(U) et
' () = =0 f(z,u(@)) ™! o (Op f(x,u(x)))

Preuve En notant T}, ! Phomeéomorphisme réciproque de Tp, on peut écrire
f(x,y) =0, sous la forme : g(x,y) =y avec g(x,y) ==y — Tofl.f(:v,y).



En appliquant a ¢(z,y) — g(xo+x,yo+y) —yo le théoréme 1, on obtient
Iexistence une unique fonction u telle que u(z) = ¢(z, u(x)) soit

u(x) = g(xo + =, y0 + u(z)) — Yo,

Oou encore
u(x) = yo +u(r) — T(fl-f(xo + 2,90 + u(z)) — yo-

En simplifiant
0= f(wo +z,y0 + u(z)),

en posant u(z) := u(x — z9) — yo, définie de facon unique,
0= f(z,a(x))

et a(zo) = —yo

Reste donc a voir que ¢ vérifie bien les hyppothéses de 1.

Il s’agit donc de trouver un voisinage W de (0,0) suffisament petit pour
que ¢ soit continue sur cet ouvert et

H(Zs(xvyl) - f/’(%m)” < kHyl - y2”7

V(z,y1), (z,y2) € W pour 0 < k < 1.
On a T(;l oTp = 1. On peut donc écrire

o(z,y1) — d(x,y2) = Ty . (Or f (0, y0)-(y1 — y2) — (f(, 1) — fl2,92)))-

Puisque f € C1(A) :

I1f (2, y1) — f(z,92) — Or f (w0, 90)-(y1 — y2)I| < ellyr — v2l-

En choisissant ¢ > 0 tel que &[Ty || < 5 et

lp(z, 1) — (a, y2)ll < ellyr — w2l

Ainsi le théoréme s’applique.

Montrons ensuite 1'unicité de la fonction u. i.e. que si U C Uy est un
voisinage ouvert conneze de xg, u est I'unique application de U dans F telle
que

u(xo) = yo,

(x,u(z)) € A,
F(,u(@)) = 0.

A cet égard, considérons une application v vérifiant ces trois conditions, et
considérons M C U avec M := {z € U;u(x) = v(z)}. Montrons que cet



ensemble est & la fois ouvert et fermé, puisque U est connexe et (zg,yp) € M
alors M =U.

M est clairement fermé (la condition u(x) = v(z) est fermée car u et v
sont continues.)

Par hypothése x — Opf(x,u(x)) est continue dans Uy donc on peut
supposer que dans un voisinage U de (20, 0), Op f(z,u(x)) est un homéo-
morphisme linéaire de F sur G pour z € U. Soit a € M, il existe un voisinage
ouvert de a inclus dans U et un voisinage ouvert V de b = u(a) tel que u(x)
soit la seule solution y de I'équation f(z,y) = 0 vérifiant y € V. Mais comme
v est continue au point a et que v(a) = u(a), il existe un voisinage W C U
pour x € W tel que v(z) € V par unicité de la solution dans U, alors U est
un voisinage ouvert de a dans U. Ainsi M est ouvert.

Montrons que u est contintiement différentiable dans U. Pour x et x + s
dans U, posons t := u(x + s) — u(x). Par hyppothése, f(x + s,u(z) +1t) =
f(z+ s,u(x + s)) =0 et t tend vers 0 quand s tend vers 0. Par suite, pour
un z donné dans U, et pour tout 6 > 0, il existe r > 0 tel que la relation
||s|| < r implique

1z +s,ux) +1) = fz,u(z)) = S(x).s = T(x)t]| < o(|Is] + [[¢]])

ou S(z) = 0pf(z,u(zx)) et T(x) = Op f(z,u(x)). Ceci est équivalent ( puisque
fle+s,u(z) +t) = f(z,u(z)) =0) a

15(x).s + T(x).tl| < o(ls[l + [I£])

et comme T'(x) est un homéomorphisme linéaire de F' sur G, on déduit de
la relation précédente

1T~ (z) 0 S(x)).s +t]| < SITH(@)II(Is]| + l1£]l) (2)
Choisissons § tel que 6[|7~1(z)|| < 5. Alors si on pose
a=2||T" z)oS(x)| + 1
on déduit de ( 2) que

a —

1
sl <

¢l =

(sl =+ 11l

(NN

ie ||t]] < alls||, et par suite
[t + (T~ (2) 0 S(x)).s]| < 8(a+DIT~ (2)].]s]

dés que ||s|| < r. Par définition de ¢, ceci prouve que u est différentiable au
point x et a une dérivée donnée par

u'(z) = —(0p f(z,u(x))) " o (Opf(z,u(z)))

et est continue comme composée de fonctions continues.



Théoréme 5 (Explicite dans le cas R™.)
E=R™, F=G=R", des espaces de dimensions finies.

Soient f;, n fonctions scalaires définies et contindment différentiables
dans un wvoisinage U x V d’un point (ay,az,...,am,b1,...,by) € E X F,
telles que fi(ai,a9,...,am,b1,...,by) =0 pour 1 <i < n et telles que

onh ... Oh
o1 Oyn
: : : # 0. (3)
Ofn ... Ofn
Jy1 OYn (a1,a2,-,@m b1, ,bn)

Alors il existe un voisinage ouvert Wy C U de (a1,as9,...,an) tel que,
pour tout voisinage ouvert connexe W C Wy de (a1, az, ..., ay), il existe un
systéme unique de n fonctions scalaires (gi)1<i<n, définies et continues dans
W et telles que gi(a1,as,...,am) ="b;, pour 1 <i<n et

filze, .o Ty g1(x1, o )y e oy G (X1, ) =0

pour 1 <i < n et tout (x1,...,Tm) € W. De plus g; € CH (W), et

991 .. Oq
ox1 Oxn
. 1 |=-B'4 (4)
9gn ... Ogn
o1 OTn

ot A (resp. B ) est obtenue en remplacant y; dans la matrice Jacobienne

Afi Ofi
<a$k>i,k (rest. <8yj>i,j).

Application. (Folium de Descarte.)
Soit C := {(x,y) € R? tels que z° + y* — 32y = 0}
Le courbe C' est localement le graphe d’une fonction de y en fontion de x

sauf auz points (0,0) et (2%,2%). Néanmoins, au voisinage de (2%,2%) on
peut localement voir C comme le graphe d’une fonction de x en fonctions de

V.
D’abbord la fontion f(z,y) = 23 + y> — 3zy est de classe C! Ensuite on

calcule g—f(a, b) = 3(b* — a) : d’aprés le théoreme des fonctions implicites |
Y

pour tout point x € R\ {0, 2%} , il existe un voisinage ouvert U de ce point,
une fonction ¢ : R — R | un voisinage ouvert V' de ¢(z) tels que

zeU,yeVet(zy ecllezeclety=yp)
Toutefois, on peut tout de méme appliquer le théoréme des fonctions impli-

2 1
cites et exprimer x en fontion de y au point (25, 25) car

% (2%,2%) = 3.(25 —25) =3.25 £0



En revanche, ce n’est pas la cas au point (0,0) qui est un point double,
car Df(0,0) = 0.

La dérivée de la fonction ¢ au points au elle existe est donnée par

2 —y
x — y>

¢'(x) =

En écrivant y = () dans l'indentité 23 + 3% — 32y = 0 , on obtient , en
dérivant en x :
322 4+ 3y% — 3y —3zy’ =0

En particulier, la tangeante au point (a,b) a pour équation (a® — b)(x —
a)+ (B> —a)(y—b) =0

Par définition la tangeante de C' au point (a,b) est la droite d’équation
y—b=¢'(a).(xr —a). En replacant ¢'(a) trouvé dans l'égalité précédente on
trouve I’équation.

On obtient le dessin du folium de Descarte en paramétrisant la courbe
par intersection avec la droite d’équation y = t.x et en faisant parcourir
t €] — 00, +o0l.

En résolvant le systéme d’équations 23 4+ 43 — 32y = O et y = tx, on
obtient en comptant deux fois (0,0) et si ¢ # —1 ,

(w(t),y(t)):< 3t 3t? )

1+t371+1¢3

On étudie les variations de z(t) et y(t) :

t —00 —1 0 2-1/3 21/3 +00
x(t)| 0 400 || —oo S0 0 2E3 N, 213 N, 0
z(t)| 0 N\, —oo || 4oo N\, 0 23 223 N, 0
(5)
Ce paramétrage permet également de trouver le comportement assympto-
tique en y = —x lorsque x et y tendent vers £o0.
En effet on a x/y = t. Et ainsi on déduit que (z(t),y(t)) a méme com-
portement qu’un droite = + y + ¢ = 0 et ensuite ¢ = 1.

Théoréme 6
Sotent E, F, deux espaces de Banach, xg € E, V C E wvoisinage ouvert de
xo, f une application C1(V). Si f'(x0) est un homéomorphisme linéaire de
E sur F, Alors il existe un voisinage ouvert U C V contenant xg, tel que
la restriction de f a U soit un homéomorphisme de U dans un voisinage de
Yo = f(zo).

De plus, Uapplication réciproque de f est contindiment différentiable.

Preuve On applique le théoréme des fonctions implicites a la fonction h(x,y) =
f(z) +y.

10



Exemple : (Exemple simple d’application du théoréme d’inversion locale.)
Soit
; R? — R?
| @y e (@t yay)

f est un C-difféomorphisme au voisinage de chacun de ses poinls qui ne
sont pas sur la droite y = x.

Preuve f est C'!' comme fonction polynomiale. Son jacobien est
11 .
y x| =Ty 0s (@) E{r =y} (6)

Donc f est bien un C'-diffeomorphisme local en dehors de la premiére bis-
sectrice.

On peut également expliciter les ouverts maximaux tels que f restreinte
a ces ouverts soit un C'-difféomorphisme global. On explicite la réciproque
de la fonction f : pour cela on se donne (s,p) € R? et on résoud le systéme
f(x,y) = (s,p), et cela donnera des conditions sur x et y.

On résoud

r+y=setxy=p

d’inconnues z et y. i.e. x et y sont racines de
X% - sX +p=0,

qui admet des solutions réelles si et seulement si s2 — 4p > 0
Alors
F(R?) = {(s,p) € R? tels que s> —4p > 0} .

et

[s+VA s—VA
(z,y) = 5 g

(f(z,y) = (s,p) & ¢ ou bien ]

s—VA s+VA
(l‘,y):( ; )

2 2

En divisant R? = {z > y} U {x < y}, on a une unique solution sur
chaque domaine :

fi{z >y} — {82—4p>0}

(f(w,y)—(s,p))é{fm<y}_> iy

Les applications fi et fo sont bijectives. Ainsi on a explicité deux ouverts
maximaux U = {(z,y) € R?tels que x > y} et V = {(,y) € R%tels que = <

y}

11



Exemple : (Contre-exemple du théoréme d’inversion local.)
Soit

(z,y) = (2® =y, 22y) = (u(z,y),v(z,y))

En tout point de R%\ (0,0), f est un C*°-difféomorphisme local.
f n’est pas un C*°-difféeomorphisme global.

fim {RQ\{@,(J)}HR?\{(&O)}

Preuve f est clairement C° comme fonction polynomiale.
Au point (a,b) € R? on écrit le déterminant Jacobien :

‘2@ 2b

“ob 2 \ = 4(a® + ) # 0 si (a,b) # (0,0) (7)

Donc, par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U
de (a, b) et un voisinage V' de f(a,b) tel que f réalise un C*°-difféomorphisme
entre U et V.

Néanmoins, comme f(z,y) = f(—z,—y), f n’est pas injective donc
non bijective, ce qui pose un obstacle majeur & ce qu’elle soit un C°°-
diffsomorphisme de R? \ (0, 0).

De plus on peut identifier C & R? et écrire f : 2 +— 22 1= u(x, y) +iv(x,y)
de C\ 0 dans lui méme. Et ainsi le jacobien correspond a f’(z) = 2z. L’obs-
tacle & 'inversion globale étant la non-injectivité de f, on va restreindre ’ou-
vert de définition pour obtenir un difféomorphisme sur cet ouvert. Comme

f(2) = f(—2) on se restreint & U = {Re(z) > 0} ou encore U = {Im(z) > 0}

2.

Exemple : (Un autre contre-exemple.)
Soit
z + 2% sin (E) six#0
flz) = z (8)
O0siz=0

est dérivable sur R | f'(0) # 0, mais f n'est pas inversible au voisinage de

0.

Preuve f est clairement C! sur R\ {0} et on a f(x) = 2+O(x) au voisinage
de 0, d’ot f/(0) = 1. Mais il il y a trop d’oscillations dies au sinus & proximité
de 0.

En effet on a pour tout entier pair k > 2

s 1 1 < 1y 1 < 1 1 n 4
E+1) Ek+1 k) k k+3 ) 26+1  (2k+1)?
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, toute valeur comprise entre
1 1 1 1
f <k> et f (M) est atteinte deux fois sur l'intervalle } RN [ . Ainsi
f ne peut étre injective sur un quelconque voisinage de 0.

12



Nota : Le théoréme d’inversion locale ne peut pas s’appliquer ici puisque
f n’est pas C! au voisinage de 0.

Soient F, F' deux espaces vectoriels de dimensions finies n et m respec-
tivement sur un corps K (= R ou C), A une partie ouverte de E, f une
application contintiement différentiable de A dans F'. Le rang de I'applica-
tion linéaire f’(x) en un point x € A est le plus grand nombre p tel qu’il
existe un mineur non nul d’ordre p dans la matrice jacobienne de f en .
Par continuité des mineurs ( f € C' ) alors ce mineur maximal reste non
nul dans un voisinage d’un point, disons xg. Donc cette matrice est de rang
au moins p dans un voisinage ouvert de xo.

Théoréme 7 (Théoréme du "rang")

Soient E un espace vectoriel de dimension n, F' un espace vectoriel de dimen-
ston m, A un voisinage d’un point a € E, f une application contintement
différentiable de A dans F, telle que le rang de f'(x) dans A soit un nombre
constant p.

Alors, il existe :

Un woisinage ouvert U C A de a, et un homéomorphisme u de U sur la
boule unité dans K™ ( notée B™ ), qui est continuement différentiable, ainsi
que ’homéomorphisme réciproque ;

Un wvoisinage ouvert V de b = f(a), contenant f(U), et un homéomor-
phisme v de la boule unité de K™ ( notée B™ ) sur V qui est continuement
différentiable, ainsi que I’homéomorphisme réciproque ;

Tels que

f=vofoou
ot fo est Uapplication (x1,x2,...,2,) — (21,22,...,2p,0,...,0) de B" dans
B™.

Preuve On peut supposer a = b = 0 en remplagant f par I'application
f:a:n—>f(a+x)—b.

Soit M le noyau de 'application linéaire f’(0) qui est un sous-espace
vectoriel de F, de dimension n — p, et soit N un supplémentaire de M dans

E. Prenons comme base de E, (¢;)1<i<n n vecteurs de E tels que c1,...,¢p
n

soit une base de N, ¢py1,. .., ¢, une base de M, et posons x = E vi(z)e; on
i=1

les p; sont les formes linéaires coordonnées. Notons x — G(x) Papplication

n
linéaire x — Z vi(z)e; de E sur le sous-espace K™ P de K™ engendré par
i=p+1
les e; d’indices ¢ > p. Soit P l'image de E par l'application linéaire f/(0).
C’est un sous-espace de F' de dimension p, ayant comme base les éléments
d; = f'(0).c; pour 1 < i < p. On compléte en une base de F' : (d;)1<i<m, €t
m

on pose y := Z Yj(x)d; pour tout y € F, ou les v; sont les formes linéaires
j=1

13



m
coordonnées. Notons y — H(y), 'application linéaire y +— Z Yj(x)ej de F
=1

sur le sous-espace KP de K™ engendré par les e; d’indices i]< p.

Considérons maintenant I'application z — g(z) = H(f(x)) + G(x) de A
dans K", qui est C'. On a en outre, par dérivation des applications compo-
sées et dérivation des applications linéaires : ¢'(z).s = H(f'(x).s)+g(s) pour
tout s € F, donc ¢'(0).c; = ¢; pour 1 < i < n. Par 6, il existe un voisinage
ouvert Uy C A de 0 tel que la restriction de g & Uy soit un homéomorphisme
de Uy sur un voisinage ouvert de 0 dans K", et tel que ’homéomorphisme
réciproque g~! soit C! dans g(Up). Soit 7 > 0 tel que la boule |z;| < r,
1 < i < n soit contenue dans g(Up) et soit U l'image réciproque de cette
boule par g, qui est un voisinage ouvert de 0. L’application u sera la restric-
tion de x ;g(aj) aU.

Le rang de f’(z) est constant lorsque 2 € A. Ceci implique que 'image de
E par f'(x), notée I'my, est de dimension p pour tout x € A. Mais on peut
supposer que Uy a été pris assez petit pour que ¢'(z) soit une bijection linéaire
de E sur K" pour x € Uy, car g est C'. Comme on a ¢'(v).s = H(f'(z).s)
pour s € N, la restriction de f’(x) & N doit étre une bijection de cet espace
de dimension p sur Im, sur KP. Notons L, la bijection de KP? sur Imy,
application réciproque de f'(x)|,. On écrit alors f'(z) = L, o H o f'(z).

Considérons maintenant K" comme le produit F; X Fy ou B = KP
et B = K™ P. On va démontrer que application (z1,22) — fi(z1,22) =
f(u=1(21, 22)) de B™ dans F est indépendante de zy. i.e. que O, f1(21, 22) = 0
dans B". Par deéfinition on écrit f(x) = fl(%H(f(x)),%G(x)), d’ou, par

dérivation des applications composées :

@)t = O, L H(F (@), ~G(@) HF (1) )08, i H(F (), ~G().G (1)

(9)
pour tout t € F.
On en déduit :

1 1

Om, 1 (- H(f(2), ~G(2)).G(t) = S H(f'(x).1)
1 1 . .

en posant Sy = rL; — Op, fi(=H(f(z)), —G(x)), qui est une application
T r

linéaire de E; dans F. On va démontrer que S, = 0, Va € Uy. En effet, si

t € N,onaG(t) = 0 par définition, S,.H(f'(x).t) = 0 d’aprés 9. De plus ¢ —

H(f'(z).t) = ¢'(x).t est une bijection de N sur E; pour x € Up, et donc S, =

1 1
0. Par 9 on tire que 6E2f1(;H(f(ZL')), ;G(w))G(t) = 0 pour tout t € E.

1 1
Comme G applique E sur Es, donc par définition, 6E2f1(;H(f(x)), ;G(az))

qui est une application linéaire de F5 dans F', est nulle pour tout = € Uj.
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1 1
Et comme © — (—H(f(z)), —G(z)) est un homéomorphisme de Uy sur un
r r

ensemble ouvert contenant B", alors Og, f1(z1, 22) = 0 dans B".
On écrit maintenant f1(21) & la place de fi(z1,22). et f € CY(Ey, F). On

a alors f(x) = fi (iH(f(a:))) pour tout z € U. Ou, en posant f(z) = y,

y=h (iH(y)), pour y € f(U).

Ainsi y — 1H (y) est un homéomorphisme de f(U) sur BP C Ej, réci-
proque de 21 »—Tfl(zl).

Considérons, de la méme facon que pour K", K™ = FE; x Ej3, avec
E; = K™7P, Soit T la bijection linéaire de FEs sur le supplémentaire @)
de P dans F' engendré par dp41,...,dn, qui applique la base canonique de
K™™P sur dpi1,...,dm. Posons v(z1,23) = fi(z1) + T'(23) pour 21 € BP
et z3 € B™ P qui est C!. Par définition, on H(v(z1,23)) = H(f1(21)) =
rz1. Ainsi la relation v(z1,23) = v(2], 24) implique z; = 2] ce qui entraine
T(z3) = T(#3), donc z3 = z5. Ainsi v est injective. Le relation S; = 0 nous
donne, pour tout z; € BP, f](z1) = rL, ot z est un point quelconque de
U tel que f(z) = fi(z1). Ainsi la dérivée de v au point (z1,23) est donnée
par (t — 1,t3) +— rLg.t; + T(t3). Mais comme la restriction de H a P,
est injective, P, est un supplémentaire de @ dans F', donc v'(z1,22) est
un homéomorphisme linéaire de K™ surF'. Pour tout point (z1,23) € B™
il existe par suite un voisinage ouvert W de ce point dans B™ tel que la
restriction de v & W soit un homéomorphisme de W sur une partie ouvert
v(W) C F par 6. Comme v est injective, c’est un homeomorphisme de B™
sur I'ensemble ouvert V = v(B™), dont l'inverse est C1(V).

Le relation f = v o fyowu provient des définitions.

4 Applications a la géométrie différentielle.

4.1 Extrémas liés.

Théoréme 8 (Le théoréme des extrémas liés.)
Soient f,g1, -+ ,g9r : U C R® — R des fonctions C', ot U est un ouvert. On
désigne par

I':={zeU tel que g1(z) =--- = g,(x) =0}

St fir admet un extrémum relativement a I', en a € T', et si les formes
dgi(a),--- ,dgr(a) sont linéairement indépendantes, alors il existe une unique
suite de réels \1,--- , A\, tels que

df(a) = Mdgi(a) + - - + Ardgr(a)

Les \; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.
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Preuve Soit n = r+s, et identifions R® = R” x R®. On écrit les éléments de
R™ sous la forme (z,y) = (1, -+ , &y, Y1, -, Ys) OU encore a = (az, ay), g €
R", a, € R®.

On a nécessairement r < n car les formes linéaires dg;(a) forment une
famille libre et la dimension du dual de R"™ est n. Par ailleurs si r = n le
théoréme est vérifié car on a alors que les dg;(a) formant une famille libre,
ils forment une base de R™,

On peut donc supposer que s <n — 1, c’est a dire r > 1.

91 .. ¢ 9 . 9q
0x1 Oxr  Oy1 0ys
Lo (10)
99s ... 9¢s 9¢s ... 94s
oz oz, Oy1 0Ys
est de rang s.
On peut donc en extraire une sous matrice s X s inversible.
Quitte & changer le nom des variables, on peut supposer que :
991 .. o9
1 (a) Dy (a)
: . : #0 (11)
9gs . 9gs
dy1 (a) dys (a)

D’aprés le théoreme des fonctions implicites on peut trouver un voisinage
ouvert U de a, dans R" et un voisinage ouvert {2 de a dans R™ et une fonction
©=(p1, - ,ps) : U— R* de classe C' tels que ( en notant g = (g1, , gs)

)

[g(x,y) —0avecz €U et (z,y) € Q| &y =g(x)

Ainsi sur un voisinage de a, les éléments de I' :== {z tels que g(z) = 0}
s’écrivent (x,¢(x)). Posons h(z) := f(x,¢(x)). La fonction h admet un
extrémum local en z = a,.

Ainsi on peut écrire :

. . oh of ~dpj, \ Of
1 g g s = — = — x) — .
Vi, i<r, 0 o2, (ay) oz, (a) + E 1 oz, (a )8yj (a)

j=
En écrivant les dérivées partielles de g(z, p(z)) = 0, on obtient :

S

: , g i\ Ogk
VE,1<k<s, Vi, 1<i<r, 0= oz, (a) + z; oz, (az)a—yj(a).

j=

Autrement dit, les r premiers vecteurs colonnes de la matrice :
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or ... of of . . 9f
0x1 oxr  Oy1 0Ys

991 ... 91 91 . . ¢
Ox1 Oz, Oy 0ys ( 12)
99s ... 995 9gs . . 0Ogs
ox1 oz, Oy1 0ys

s’expriment en fonction des s derniers. Ainsi la rang de la matrice est égal a

s.
Puisque T'on a s + 1 lignes alors elles sont liées par une relation de dé-

pendance linéaire.
Donc il existe pg,--- , s € R non tous nuls tels que

podf (a) + padgi(a) + - + padgs(a) =0

Comme la famille (dg;(a))1<i<r est libre on a po # 0 et donc on choisit :

_ M
Ho

i =

D’ou
df (a) = Aidgi(a) + - - - + \rdgr(a).

Application.
Soient n € Navecn > 2, s > 0.

Soit
R" — R
=
('Tlv"'vxn)’_) O IR )

Et I':={(z1,...,2,) € R" Y1, 25 = s}

La fonction f étant continue sur le compact I', alors fip admet un maxi-
mum global atteint en un point, disons a € T’

Si on note

R™ — R
9=
(1,...,xp)— 1+ - +xH— 8

alors on définit y := {x € R" tels que g(x) = 0}. Ainsia € Q := yN(RT*)" C
I car f(z) =0 dés qu’un des x; est nul et f(z) >0siz €y

fijo admet un extrémum global en a, et comme () est un ouvert de v, f,
atteint un extremum local en a. De plus, si a € =, alors dg, # 0, on peut
donc appliquer le théoréme des extréma liés qui entraine I'existence de A € R
tel que df, = Adg,.

On a donc

of

] 1,... = = A\ le.
VZG{ 9 7n ? axz(a> 81’2 a/i
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n
Or f(a) # 0, on en déduit que tous les a; sont égaux. Comme Z a; = s,
i=1

S . . 3 S\ "N
on a a; = — pour tout ¢ . La valeur du maxcimum recherché est donc | —
n

n
1
n n n
(H%) < Th
. n
=1

Cette inégalité est appelée inégalité arithmético-géométrique.

. Ou encore

4.2 Variétés de classe C*

Définition (Variété.)

Soient V un sous-ensemble de R™, a € V, et d un entier naturel. On dit que
V est lise en a, de dimension d, s'il existe un C'-difféomorphisme F d’un
voisinage ouvert U de a dans R” sur le voisinage ouvert F'(U) de 0 dans R",
qui transforme V' en un sous espace vectoriel de dimension d, i.e. :

FUNV)=V'NFU) avec V' =R% x {0} c R"

On dit que V est une sous-variété de dimension d de R™ si V' est lisse en
chacun de ses points.

Théoréme 9 (Théoréme des sous-variétés.)
Sotent V. CR"*, ac€V,deN.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 'V est lisse est a de dimension d.

2. 1l existe un voisinage U de a dans R™ et n — d fonctions f; : U — R
de classe O, telles que

zelU et

fl(:z:l,...,mn) :0
[xeVNU] <=

fn—d(xlw-'axn) =0

et les différentielles Dfi(a),...,Dfn_q(a) sont indépendantes.

3. Il existe un voisinage U de a dans R™, un voisinage U’ de (a1, ..., aq)
dans R? et n — d fonctions g; : U' — R de classe C*, telles que (aprés
une éventuelle permutation de leur coordonnées :

(a:l,...,md) cU et
Tat1 = 91(21,- .., %q)
[xeVNU| <=

Ty = Gn—d(T1,...,2q)
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4. Il existe un voisinage U de a dans R™, un voisinage ouvert ) de 0 dans
R? et n fonctions ¢; : @ — R de classe C1, telles que Uapplication

pru— (pr(u),. .. pn(u))

soit un homéomorphisme de Q sur UNV, avec a = ¢(0), et dont Dp(0)
soit injective (de rang d).
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